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ã cQ����	 X�b�\ cQä�h�sN	 a;z h^��s�	�� b¾X ��	 z1X�b�b�\ cQä{���Q	���	 b�z ��c b�\ � \ h \ ��sN��� z ��	 z1X � \ cQä¬�F���¹��	�� \ ��	��
a 	<cT�Y��cË���N���Q	 \ ��	 a{z h���s�	<	 b<V�åH\ ��	 ] 	 a{z h^��s�	�� z 	�c b�\ ��c b
X ��	æ�
	 \ cQäÌ��	 ]Qr �<	 ] ���
	�h \^a;\ c X ��	 ]Ì\ cÌ� X[Z ���¹��� ] 	�ç1cQ	 ] �<��c���� \ � r � \ ��c z h X c b¹b�r �e� X�b �T�J�Tè7n�é z h X c b<V i b¾X
��	 b�r h��[� \ c ]Q\ÈZ?\^]Qr1X h b ���´��	�cæç1c ] ���J	 a;b 	<h Z 	 bSX ����	�� \ ��	 a 	<cT� lm\ ��� X¾z �?��h��~� X~b�b 	�� b³X�b
��cJ	¹�~�����J	 \ � a{X�� ��� b � r ����	 b ��� \ cQ�<� a 	v�F�������Q	 \ �Î��	�� \ ��	 a 	�cT�Îs�	 X � b<V�ê � \�b ��	<ë rQ\ ��	 b
���Q	 a ��� a�X n�	æ� l �`n~	�s ] 	�� \�b�\ ��c b<V5åP\ � b �[�Æ�J� lxaær �e�Ï���³��� \^bYz ����h b �Q� r h ] ���J	�s
lm\ ��� ] � X[lìX cJc rQX h^hÈs{���5�<� Z 	��Ðh \�Z?\ cQä�	�� z 	<c b 	 b�X c ]Ìb 	��<��c ] �&�J� líb �J� r h ] ���Q	�s \ c��
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��� X �N� X cO�&	 b ��h Z 	 ]OrQb�\ cQä b � X c ]1X � ] � z � \�a{\��[X � \ ��c@��� r � \ cQ	 b �F��� ] 	���	�� a;\ c \�b � \ �
	�ë rQX � \ ��c b<V
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wy��c b�\^] 	<� X c \ c ]Q\�Z?\^]Jr1X h l �Q�q��	�� \ ��	 b
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X�a;z h�	 ã#" i%$ b �y�T����è7n�é z ���~çQ� b � X � \ cQä z h X c b � z 	<� b ��c X h b�X[Z?\ cQä b 	���� V é X c ]Ll �J�
� X~bmX ç��J	 ]ÀX cJc rQX h X cQc rQ\ ��s�èF�F���*	�� X�a;z h^	 X c X cJc rJ\ ��sÌ����cT��� X ���m��� X cC	 a;z h���s�	<�
z 	<c b�\ ��c z h X c�é X c ]�X c \ c'& X � \ ��c \ c ] 	���	 ] �&	<cQ	�çQ�{èF�F���Ð	�� X�a;z h^	5����� \ X hH��	�� r � \ ��s
��� X ä�� Z 	<��c a 	�c�� X h z 	<c b�\ ��c�é V�ê �Q	 \ c ]J\�Z?\^]QrQX h aærJb � ] 	�� \^] 	���c X c X cQc r1X h lm\ �����
] � X[lvX h X c ]ÀX�b�b 	�� X h^h^�?� X � \ ��c b ��� X ��	<ä�sN��� X � lm\ h�h a{X � \^a;\�� 	¹���Q	�	�� z 	<����	 ]qr � \ h \ ��s
���P� \�b)( �Q	�� \ cQ��� a 	 b ����	 X�aCV

ã cO��� \^b�zQX�z 	�� l 	 z ��� z � b 	 X �F��� aær h X � \ ��c@���Y��� \^b�z �����Qh�	 a X�b�X8] s?c X�a;\ �
b ���?�e� X�b � \ � z ����ä�� X�a rQb�\ cQä XÀ]Q\�b ����	���	�� \�a 	 a � ] 	�h V � r ����� � 	���� \ÈZ 	 \�b ��� a{X ���
\�a{\�� 	`���Q	�	�� z 	<����	 ] Z~X h r 	Ë�������Q	 b�rQa �������Q	 r � \ h \ ��sL�������Q	���	�� \ ��	<	 bCX cQc r1X h
\ cQ�<� a 	 b ����	 X�a`V¬ê �Q	¬�F��� aær h X � \ ��c X�b�Xj] s�c X�a{\ � z ����ä�� X�a X h^h�� lmbYrJb 	¬���Cn�	<	 z
���Q	�c rQa �&	<�����*� X c ] � a Z~X � \ X �Qh�	 b
\ c Z ��h Z 	 ]ÁX ��	 X �e� b ��	 z ��� X ��	 X�b ��c X �Qh�	 b�\�� 	
è´� l 	�h Z 	æ�F���¾� r � b�X�a;z h^	�� X�b 	�é V�ê � \^b
X h�h^� lmbÐrJb ��� rQb 	æ���Q	æ��	<�e�Qc \ ë r 	 ]Q\�b � rJb�b 	 ]
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\ cÏ���Q	 \ cT����� ]Qr ��� \ ��c X c ]8\ c ] 	�� X~\ h��&	<h^� l �.��� X ��ä \�Z 	 b�X c X ��� r � X ��	;	 b � \^a{X ��	;�~�
���Q	¾� rQaær h X � \ÈZ 	 ]Q\^b ��� \ � r � \ ��c¬� r cQ��� \ ��c����!���Q	 r � \ h \ ��s lm\ ���Q� r � \ c���	<ä�� X � \ ��c VPê � rJb
\ cÀ� r ��cËä \�Z 	 bYrQb
X ä��?� ] 	 b � \^a{X ��	����³���Q	5	�� z 	<����	 ]ÏZ~X h r 	 Z?\ X ��cJ	 ]Q\^a 	<c b�\ ��c X h
\ c���	<ä�� X � \ ��c b �N��� X � l 	æ� X c rQb 	 b � X c ]1X � ] � z � \�a{\��[X � \ ��c X�zJz ��� X �e�Q	 b ��� b ��h Z?\ cQä
���Q	 z �����Jh^	 aCV
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ã cL��� ] 	<�æ����	 X�b 	 r c ] 	�� b � X c ]J\ cQäQ�³���J��� r ä��Q� r �¬��� \^b5z1X�z 	<� l 	 lm\ h^h rQb 	j� X�zQ\ � X h
h�	�����	<� bSlm\ ���Q� r �S	 a �
	�h^h \�b � a 	<cT��è7	 V ä V�� é���� ] 	<cQ����	 X � X c ] � a Z~X � \ X �Qh�	��T� X�zQ\ � X h
h�	�����	<� b �������Q	��F��� a �� ��� ] 	<cJ����	 X � X c ] � a Z 	<�������<� b�a{X h^h.h^	�����	<� b¾b�r �e� X�b�� �F���
����c b � X cT� b � b�a{X h^h.h�	�����	<� b �������J	��F��� a �� �
�F��� Z 	�������� b ���³����c b � X cT� b � X c ] è´ç1c X h�h�sJé
� X�zQ\ � X hvh�	�����	<� b�����¾X c ]����� è´���Ï�
	 ] 	�ç1cQ	 ] �
	�h^� l é X ��	 ] 	�� \^b�\ ��c Z~X � \^X �Qh�	 b5X c ]
Z 	<������� b ��� ] 	<� \^b�\ ��c Z~X � \^X �Qh�	 b ��	 b�z 	<��� \ÈZ 	<hÈs

ê �Q	 z ��� z � b 	 ]Na � ] 	<h \^bSX�]Q\�b ����	���	¾� \�a 	 a � ] 	<h V�ê �Q	�� X�b�\ � Z~X � \ X �Qh�	 b �F���³���Q	
a � ] 	<h X ��	 X�b �F��h^h�� lmb �
�! !" � �Ð�e� X cQä�	 \ c��<��c b�rQa 	<� z � \ ��	 \ c ] 	����F��� a X ��� X�\ cQ	 ]8X ä�	$#¹��� X ��� X�\ cQ	 ]

X ä�	�#&% �
���� � ]Q\�b ��� \ � r � \ ��cL�F��� a X �<� rQaær h X ��	 ] ��	�� \ ��	 a 	�c�� X�b�b 	�� b �F��� X ä�	'#)(+*�� X

] 	�� \�b�\ ��c Z~X � \ X �Jh^	
,&-/.10Y� X ä�	Y���Q	YçJ��	 ]`X cQc r1X h X cQc rQ\ ��sN�
	��<� a 	 bmz1X s X �Qh^	
,&23,54Î�³���Q	YçJ��	 ]qX cQc r1X h X cQc rQ\ ��s�� z1X s X �Qh�	Y�F���v���Q	
��	�� \ ��	�	 $ b h \ �F	
#1�����Q	S��	�� \ ��	�	 bPX ä�	³�F��� a�X ä�	 X �P��	�� \ ��	 a 	�cT� r cT� \ h a�X � \�aærQaíz � b�b�\ �Qh^	 b�r � Z?\�Z~X h

X ä�	
#6-/.10
� X ä�	����Q	 \ c'& X � \ ��c \ c ] 	���	 ] �&	<cQ	�çQ� lm\ h^h
�
	�ä \ c
#623,54Î� X cQc r1X h \ c'& X � \ ��c \ c ] 	��J	 ] �&	<cQ	�çQ� \ c ] ��h�h X � b*X �m��	�� \ ��	 a 	�c�� X ä�	7*
"98:� � �³���~� X h X cQc r1X h \ cJ�<� a 	��F���v���J	���	�� \ ��	�	 ]Qr � \ cQä X ä�	7#
���� � X c<;�� ]Q\�a 	�c b�\ ��c X hP�<��h rQa c Z 	<������� l �Q� b 	>=��M���g	�c�����s \�b ���Q	 z 	�����	<cT���~�

��	�� \ ��	 a 	�c�� X�b�b 	�� b¹\ c Z 	 b ��	 ]C\ c X�b�b 	��m��h X�b�b =5�F�����7?@=A?B;DCL� X �v���Q	¾�
	�ä \ cQc \ cQä
��� X ä�	E#;è´���Q	);5FHGq	<cT����s \^bæX h lyX s b 	�ë rQX h*��� � 	���� b�\ cQ�<	 \ �æ�<������	 b�z ��c ]Qb ���Ë���Q	
	�c�����s \ c ��I�Hl � \ �e� \^b¾rJb 	 ] �F��� \ c & X � \ ��c X�b¾]Q\�b � rQb�b 	 ] �
	�h^� l é V¾ê � \^bÐ\^b�X;Z 	<�������
��� ] 	�� \^b�\ ��c Z~X � \ X �Qh�	 b�V
JLK � a{X � \^a�rQa z � b�b�\ �Qh�	 b�r � Z?\�Z~X h X ä�	
�NMPO �³���Q	 z ����� X � \ h \ ��s¬��� X �m���Q	
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Optimal Distribution and Allocation Strategy for Age 107 Retiree

C.D.F. for sum of adjusted utility of income ages 107, 108 and 109

F
(x

)

Asset Allocation at Age 107
Lrg/Mid Cap...0%
Small Cap.....0%
Non−US Stck...44%
Emrg Mkt Stck.31%
Real Est REIT.24%
Fixed Income..0%
Long Term Gov.0%
High Yld Bond.0%
TIPS..........0%
Non−US Bond...0%
Cash/T−Bills..0%

Distribution at age 107.....$77030
Simulated Expected Utility....$10.43
Estimated Expected Utility....$10.43

estimate 
simulated

ê � \�bvX h�h^�?� X � \ ��c5� X~bvX cN	�� z 	�����	 ] ��	�� r ��cÌ������� V ��� � X c ]Nb � X c ]1X � ]N] 	 Z?\ X � \ ��c
���y��� V ��� X c ]C\^b �<h�� b 	Y���{�&	 \ cQä{	 " � \ 	�cT� r c ] 	<�m���Q	�� X ��n�� lm\ � ��a � ] 	<h X~b¹b �Q� l c
\ cj���Q	
�F��h^h�� lm\ cQäæç1ä r ��	 VSê �Q	 b � X c ]1X � ]q] 	 Z�\^X � \ ��cj��� X c`	 " � \ 	�c�� z �������F��h \ � lm\ ���
���Q	 b�X�a 	 a 	 X c \�b ��� V ��� X c ] �F���¹���Q	�çJ��	 ]�]Q\�b ��� \ � r � \ ��c X � X ä�	{���T�;�~� � ����� �����
�&����� z ��� ]Qr �<	Ì���Q	 b�X~a 	Ì	�� z 	<����	 ]Or � \ h \ ��s8������� V �T� b�r ä�ä�	 b � \ cJäÏ��� X �;�
�~��� X ��	
����c b�\�] 	<��	 ] � z � \^a{X h r c ] 	��m���Q	�����h^	<� X cQ��	 b ���.���J	Y�<� ]Q\ cQä rJb 	 ] �F���y� r �*	�� X�a;z h�	 V
ã � \^bmX h b � \ c���	<��	 b � \ cQä¬���¬cQ�~��	
��� X �*���Q	 X h^h���� X � \ ��c \�bmZ 	<��s X ä�ä���	 b�b�\�Z 	 \ c ]Q\ � X � \ cQä
��� X �����Q	���	�� \ ��	�	 \�b�Z 	<��s8cQ	 X ��h�sÏ� \^b n�cQ	 r ��� X h X ����� \^b
l 	 X h���� h^	 Z 	�h$� X�] � z � \ cQä X
b ��� X ��	<ä~sN��� X � X h a � b � a�X � \�a{\�� 	 b 	�� z 	�����	 ] ��	�� r ��c V

��}



0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
1.05

1.06

1.07

1.08

1.09

1.1

1.11

1.12

1.13
Plot of Efficient Frontier versus Allocation for Age 107 Retiree

Standard Deviation

M
ea

n

Efficient Frontier 
Retirees Allocation

� � Þ;ÛËá��[à���â<Þ;Û

fg	¾� X[Z 	 z ��� Z?\^] 	 ]ÌX cN� r ��h \ cQ	¹��� X�a 	����Q� ] �F���Îç1c ]Q\ cQä X c�� z � \�a�X h ]J\^b ��� \ � r � \ ��c
X c ]t\ c Z 	 b � a 	<cT� b ��� X ��	<ä~sÅ�F��� X c \ c ]J\�Z?\^]QrQX hm��	�� \ ��	<	 X c ]tb ��h Z 	 ] ���Q	 z �����Qh^	 a
�F��� X c \ c ]Q\ÈZ�\�]Qr1X h���	�� \ � \ cJä X � X ä�	Ì����� l � \ �e� ] 	 a ��c b ��� X ��	 b ��� X �<� \ c z � \ cQ� \�z h^	~�
���Q	 z �����Jh^	 a � X c;�&	 b ��h Z 	 ] �F�������J	 a ����	 \ cT��	���	 b � \ cQä
� X�b 	Ð���
��	�� \ ��	<	 b�lm\ ��� aær �e�
s�� r cQä�	�� X ä�	 b�V iÐ��	 X~b �~��� r � r ��	³��	 b 	 X ���e� \ cQ��h rQ] 	 b � rQ] s \ cQä l � X � r � \ h \ ��sÐ� r cJ��� \ ��c b
a;\ ä��T�¾�
	 a ����	 X�zQz ��� z � \^X ��	��F��� X ä \�Z 	<c���	�� \ ��	<	~� X h^h�� lm\ cQä����Q	 r � \ h \ ��sj� r cQ��� \ ��c
��� Z~X ��s�� Z 	<��� \^a 	�� \ cJ�<h rJ]Q\ cQä � � \ cT�
h \ �F	 a � ] 	<h b �!��	 b � \ cQä`���Q	 b 	<c b�\ � \�Z?\ ��s����S���Q	
a � ] 	<hT��� X~b�b 	�� a � ] 	�h z1X � X~a 	���	<� b � X c ]5X h�h^� lm\ cQä*�F��� r cQ��	<��� X�\ cT��s \ c X�b�b 	�� a � ] 	<h
z1X � X�a 	���	<� bmX c ]`\ cQ�<��� z ��� X � \ cQä���� \�b¹r cQ�<	���� X~\ cT��s \ cT���¬���Q	 z �����Qh^	 a`V

���



� � â����[â<Þ��;Ý�� ��	��


���� �YÝ��YÛËá����

� � � _JV	�æV w X�a{z �
	�h^h$� �æV�k�V wy� X cÆ� k�V � V�
¾\ �<	 \ � X ����i � r h�� \�Z~X � \^X ��	L�C� ] 	�h{�~�
�?��� X ��	�ä \ �Îi b�b 	��³i¾h^h���� X � \ ��c
� ¨q¯D¤eÖD«´²?µ�Òv¥�¶1©�¤����������Y¥�£,«$¯D²&¥�·��m»?¤e©�¥�»�¯¿°��m¦e¯Dº
²�¯D­5«$¦³Õ¹©e¢�©�¥�¤�¦e®TÓ ���T}��Ð� X�b�b�X �e� rQb 	���� b i Z 	�c r 	���w X�a �J� \^] ä�	����`iO���������J�������
�����&	<�¹�~���J� V

� ���
f V i VHk � ]Jlm\ �en X c ]ÁU5V�WæVP_�X�a;\^b ��cÆ��� ��b � \�a�X � \ cJä X c ]�
ÎX h \�]1X � \ cQäN���Q	Ìw r �
aær h X � \ÈZ 	 W�\�b ��� \ � r � \ ��cg�~� XËå1r cJ��� \ ��c ��� "¹X c ] � a�
ÎX � \ X �Jh^	 b � ê � lvX � ] ���Q	
W 	 Z 	<h^� zQa 	�cT�¬��� W�\^b ��� \ � r � \ ��c8iÐ� \ ��� a 	�� \ ���J� Õ¹©�·É«7¥T¡<·^©��S¯D­¾¶&»?£,«´²?µ �Î|J�À�������
�[�Q���Q�������

� � �����Q	�h ] ��cC� V " � b�b �! ²1£,¤�¯<ª�»1¦�£,«$¯D²`£¿¯5ÒS¤�¯�¡e¥T¡<«´·É«´£7¼5ØÏ¯<ª?©�·�¢ åH\ �´��� ��]Q\ � \ ��c�è7iÐ� X �
] 	 a;\ ���³��	 b�b � ã cQ� V � k ��c ] ��c�� � cJä�h X c ] �Æ��|�|��Té V

� � ����� X�zJ\ ���J�1� V�X c ] f \ h^�����
� WæV �
� p 	�cQ	<� X � \ cQä5cQ��c�� b � X c ]1X � ]jaær h�� \�Z~X � \ X ��	 ]Q\�b �
��� \ � r � \ ��c bÎlm\ ��� X c X~zQz h \ � X � \ ��c¬��� a{\�b�a 	 X�b�r ��	 a 	�c�� \ c����Q	
wv� ã � Ä
©e¦e®?²1«$¦�¥�·
¨À¯D¤�ÖD«´²?µ�Òv¥�¶1©�¤#"�$���Ó��
¥�£7«$¯D²&¥�·��m»?¤�©�¥�»g¯¿°%�¹¦e¯D²�¯D­5«$¦�Õm©e¢�©�¥�¤�¦e®TÓ ���T}���� X�b �
b�X �e� rQb 	���� b i Z 	�c r 	���w X�a �Q� \^] ä�	~���`i �T���[���J�1� X s��[|�|�� V

� }���� V i V � \ h^	 b�Z?b nTs X c ] w V " ��� \ c b ��cÆ�&�T��	<hÈ� ��i¾cJc rJ\ � \��[X � \ ��c X c ] "mrQ\ c \ c " 	�� \ ��	��
a 	�cT�'�Q� ��¯D¤�£´®� ¾­�©�¤�«$¦�¥�²æ ¾¦�£7»Q¥�¤�«7¥�·)(1¯D»?¤�²&¥�· � 
 ��h rQa 	³�Q�+* rQa �&	<���Q�����������&	<�
�������

, � � � �YÛËßËâ � � -/. �YÝ³â10 ��Ü�â<Þ;Û Þ2�
� ��� �ÐÜ 3 Þjß����

� �æÝ�� ! �¾Ü �YÝ �

ã c���� \�b
b 	<��� \ ��c l 	 b �Q� l ���Q	 ] 	<� \�Z~X � \ ��c����Î���Q	 a � ] 	�h z1X � X�a 	���	�� b ���� �Q�� d X c ]� V�" 	�� X h�h&��� X � � F \^bSX cL;�� ]Q\�a 	�c b�\ ��c X h1����h rJa c Z 	�������� l �Q� b 		;&�$���N	�c�����s \^b ���Q	� X ��	���� \ c'& X � \ ��cj�F���ms�	 X ���
	�ä \ cJc \ cQä X �I4�C � X c ]ql �Q� b 	 #7�$���À	�cT����s��
�F���I#
�� ;H�
\�b ���Q	
� X ��	Y���P��	�� r ��cq��c X�b�b 	��Ð�<h X�b�b #��F���v���Q	 b�X�a 	
��cQ	��Ms�	 X � z 	�� \ � ]jX c ] ��� X �

� F � 0 " �
l �Q	���	!" F \^b ���J	!;�� ]Q\�a 	�c b�\ ��c X h
�<��h rQa c Z 	<�������

" F � �� � % �� d " F � d % � �
���



lm\ ��� � � 	 � 	 � 	� 8 è,� � "�� � éYè l �Q	<��	>"�� � \^b ���Q	7;&� ]Q\^a 	<c b�\ ��c X h \�] 	<cT� \ ��s a{X ��� \ �Qé Vi b�b�rQa 	 l 	¹n?cJ� l 	 �
�� � � �
�� X c ] ���J	Ð��	<ä���	 b�b�\ ��c{�<�?	 " � \ 	<cT� b �F��� � � �?o 
 V�ê �Q	�c
l 	 b 	<	�n �� � � �� d X c ] � \ cÌ��	<� a{b �������J	 b 	�n�cQ� l c b<V

å ���v��� \^b*a � ] 	�h l 	�� X[Z 	Nè � � �´é

" F � 8 � 	 " � � � "�� �
l �Q	���	

	 " è #�é � �� � è #�é�<��C �� d è #�é �
� " è #�� =?é � �����C �� d è #�é �� d è =�é � � �� è #�� =?é

wy��c b�\^] 	��*���Q	
� X~b 	!; � ���J���Q	<c b�\ cJ�<	7" � d \^b¹X n�cQ� l cq����c b � X cT�[�
" � � ���� %��� d " � d % � � �
" d � �� � % �� d � �� � % �� d " � d % � � � � % � d �� ���� % �� d ��	� % �� o d " � d % �� d � � � % � d ���� �
" F � �� � � F��
 � �� � d % �� F � dd " � d % � F��
 � �� F � �d � � �

X c ]Lb�\ cQ�<	 �)(+* è �$� � � � � � é � � � \ ��# �� =� �� � ��o �� \ ��# � = è �$� � X c ]�� � � X ��	
#�� #�� � ��é��
�)(+* è " F � " F � d é �
�)(+* � �� � � F��
 � �� � d % �� F � dd " � d % � F��
 � �� F � �d � � � � �� � � F � d��
 � �� � d % �� F � od " � d % � F � d��
 � �� F � d � �d � � � �� � F��
 � �� F � �d �� F � d � �d �!o ��� �� �� d � �� � � � � o ��
ê � rQb�� � è " F è #Mé � " F � d è #�é�é $ � 8 è 	�� � � � é l �J	<��	

	 � � � 	 " � � ��� � 	 " �! � � �!� � $
���



X c ]

� � � �����
� " � è #�� #�é �� � � ���� d � �� � � � ��� � � "�� è #�� #Mé

�� � � �!�� d � �� � � � ��� � � " � è #�� #Mé � " � è #�� #�é � ����
� �����

d� d � �� � � � ��� � �To ��
� ��� � � � ���� d � �� � � � ��� � � �To ��,� ���
� � � �!�� d � �� � � � ��� � � �To ��-� ��� d� d � �� � � � ��� � �To ��-� ��� � ����

*Ð� líl 	�n�cQ� l ��� X �*�F��� �� � 0 � l �Q	<��	 � � 8 è�	 � � �)� éS���J	<c8è � � �´é
	 ��,� ��� � 	�� z � 	 � � ��� % �

� � o� � ��� �
� ��
� ��� � 	�� z � 	 � � �!� ��� 	�� z � � o� � ��� � � 	�� z � � o� � ��� Ct� � ��� ��

X c ]

� ��
� ��� ��-� � � � 	�� z � do � � o� � ��� % � o� � � � � � 	�� z � � � � ��� � � � � � � � ��� � � � � � Ct� �� 	�� z � � o� � ��� � ��	�� z � � o� � ��� � Ct� � 	�� z � � o� � � � � ��	�� z � � o� � � � � Ct� � � ��
�yr �v��s X�b�b�rQa;z � \ ��c 	 �� � do � �� X c ] � ��
� ��� ��-� � � X ��	Ð���J	�n�cQ� l cC����c b � X cT� b�V �?��h Z �\ cQäæ�F��� 	 � � do � o� X c ] ���J	<c � � � �!� � � � � s \ 	<h ]Qb

	 � � ��� � h^��ä ��� 	 o ��
� ��� �� �
	 o ��-� ��� % � o ��-� ��� ��

�� � ��
�)(+* � � ��� � � � � � �����

����
h���ä -J� %	� � 
�
� ���� � 
�
� ��� / \ � # � =
h���ä � � % � 
��� ��� � 
��� ���� 
��� ��� � 
��� ��� � ��,� �!� ��
� � � � �����Q	<� lm\^b 	

ê � \�bNX h�h^� lmb;X�b ��� b ��h Z 	C�F��� �� �[� � d X c ] � \ cL��	�� a ���
	��
 � � � �
�� X c ] ���Q	
��	<ä���	 b�b�\ ��cC�<�?	 " � \ 	<cT� b �F��� ��Q��rQb�\ cQä;���Q	Y�F��h^h�� lm\ cQäæ��	<h X � \ ��c b � \^zQb�V

��|



f �Q	�c:# � =
� o" � ��� � �� ��C �� o d è #�é � � o ��,� ��� � h���ä

�� � % ��o 
	� �!�
	 o 
	� �!� ��

X c ]jl �J	<c:#��� =
�)(+* " � ��� " � � � � ��<��C �� d è #�é �� d è =?é � �)(+* ��,� ��� ��
� � � � h^��ä -1� % � 
	� ��� � 
	� � �

	 
	� ��� 	 
	� � � � 
	� �!� 
�� � � /
	 " è #�é � �� � è #�é� ��C��� d è #�é � � h^��ä

��� 	 o 
	� ��� �� �
	 o 
	� ��� % � o 
	� ��� ��

�� ����
X c ]

� ( * " � � �!� " �! � � �!� � �� d è #Mé� ��C �� o d è #Mé � � o ��,� �!� � h^��ä
�� � % �Æo 
�� ���

	 o 
�� ��� � 
 � � ��� 
 �  � � ��� ��
ê �Q	���	 b�r hÈ� b¹X ��	 X~b �F��h^h^� lmb �

� o ��,� �!� � � ��C �� o d è #Mé � h���ä �� � % � o 
	� ���
	 o 
	� ��� ��

ä \ÈZ 	 b è l �Q	<c b�r � b � \ � r ��	 ]`\ cT���5���Q	
h X�b �m	<ë r1X � \ ��c�é

�� d è #�é � �� h^��ä �� � % � o 
�� ���
	 o 
�� ������ ��

� d
h^��ä

�� � % � o 
	� ���
	 o 
	� ��� � 
 � � ��� 
 �! � � �!� ��

l � \ �e�`ä \�Z 	 b

��	� è #�é � � ��C �� d è #�é � h���ä ��� 	 o 
�� ��� �� �
	 o 
�� ��� %�� o 
�� ��� ��

�� ����
X c ]jl �J	<c:#��� =

� ( * ��-� ��� ��,� � � � � �IC��� d è #Mé � d è =?é � h���ä - � % � 
	� ��� � 
	� � �
	 
	� ��� 	 
	� � � � 
	� ��� 
�� � � /

���



l �Q	�c # � = � o ��,� �!� � � ��C �� o d è #Mé � h���ä �� � % �Æo 
	� ���
	 o 
	� ��� ��

ê �Q	���cQhÈsO��	 a{X�\ c \ cQäg� X�b n \^b ��� ] 	���	�� a;\ cQ	q���Q	 a�X ��� \ � � V �yr � l 	�cQ� l
� X[Z 	 � �� X c ] b�\ cQ�<	 �� � � � l �Q	���	 � � 8 è7��� "�� � é�� �� � X�b5X¬� � \ cT�æcQ��� a{X h
]Q\�b ��� \ � r � \ ��c lm\ ���@�<� Z~X � \^X cQ�<	 a{X ��� \ � � �� � � $ � V@�Ðb�\ cQäË���Q	 b�\ cQä r h X � Z�X h r 	] 	��<� a;z � b�\ � \ ��cÌ��� � �� � � � � �&" $
l �Q	���	0� X c ] " X ��	 r c \ � X ��s X c ] � \^bæX`]Q\ X ä���c X h a{X ��� \ � lm\ ��� cQ��c?��cQ	�ä X � \ÈZ 	
	�c���� \ 	 b¹X c ] � � " è b�\ cQ��	 � �� \^b*b s a{a 	���� \ �[é V�ê � \�b ä \�Z 	 bmrQb� � è �³é �� �#" $
l �Q	���	
���Q	 b ë rQX ��	
���?��� \�b � X n~	<cq��� a;z ��cJ	<cT� lm\^b 	 V

� ��� ����� � 5	
'1���� �
	�3 ��8 ��� 3 � 1 � 5 � : ��� � �	� 0�� 3 2���� �

ã c���� \^bSb 	���� \ ��c l 	Yä \�Z 	Ð���Q	 ] 	�� X�\ h b ���Æ���J	�	<ë r1X � \ ��c byrQb 	 ] ��� b ��h Z 	Ð���Q	 z �����Qh^	 a
�F���v���Q	 X ä�	5�����5��	�� \ ��	�	 V


�������� � /19��TG�9F/J��)F�
+�>æ"M��%Ì�N-�� ����� R�����)7%�������'*)7+� P)7+�-���� d ���
fg	Yä \�Z 	Y���Q	Y� X h^� r h X � \ ��c ] 	�� X�\ h b �F���y���J	
�F��� a{X � \ ��cN�������Q	 z �����Qh�	 a �F��� X c \ c ]Q\ �
Z?\^]Jr1X h l �J�;��	�� \ ��	�	 b*X � X ä�	æ�[��� lm\ ��� l 	 X h���� � d ��� � X çJ��	 ]jz 	<c b�\ ��cÌ��� ,&23,54 X c ]X c \ c ] 	���	 ]Ëz 	<c b�\ ��cÀ�~��#623,54 V i b�b�rQa 	���	�� r ��c b ��cq���Q	 Z~X � \ � rQbÐX�b�b 	����<h X~b�b 	 b �F���
���Q	 z � \ ���vs�	 X � l 	<��	 �* d ��� V f8	 X�b�b�rQa 	����Q	YçJ��	 ]ËX c ]`\ c'& X � \ ��c X�]���rQb ��	 ] �&	<cJ	�çQ� bX ��	 \ c z1X s a 	�cT� b � X � rQb<V

iv� X ä�	5����|

� � �d ��� è � � - � M #�� �*~é � � - � % # 2 , 4���- � M #T% ,T2 , 4- � M # /
b�\ cQ��	 ]Q\�b ��� \ � r � \ cQä X h^h X�b�b 	�� b �F���S����c b�rJa{z � \ ��c ]Qr � \ cQä
���J	Ðh X�b �³s�	 X �y�~�!h \ �F	 \^b ���Q	
r � \ h \ ��s a�X � \�a{\��<\ cQä b ��� X ��	�ä�s V³ê �Q	���	��F����	
� r �v� z � \�a{\��[X � \ ��c z �����Jh^	 a �F���y���Q	 X ä�	
�����¬��	�� \ ��	�	 \^b

a�X ��� � � � � �� � � � -3� � �� d ��� %@#623,54 % ,&23,54 � % d ��� M d ��� � � -3�.- � d ��� % # 2 , 4�� � �! !" d ��� %R,&23,54� �! !" d ��� / / /
���



l �Q	���	
� d ��� � � � d ��� C �� d ��� � � � �� d ��� � �� d ��� �� �! 7" d ��� � �� d ��� è�����é

�� d ��� � 0 " � � �
" d ��� � �� � % �� d � # d ��� % � � è �� d � # d ��� \^b �<� a{z ��cQ	�c�� lm\�b 	 aær hÈ� \�z h \ � X � \ ��c�é

�# d ��� � h���ä¹è �* d ��� é
� r � � 	<���Ð���

�� d ��� ? � d ���� d�d��
 d �� d ��� èH=?é � �
�D? �� d ��� è =?é � =A?����

å ���j� r �C� X h�� r h X � \ ��c bÌl 	g��� r cQ� X ��	 ] ���Q	 r c ] 	<��hÈs \ cQäÅcQ��� a{X h Z~X � \ X �Qh�	 bCX �
� � b � ]Qb�Vtk 	�� � � � , = � ��� J
	 �
	 X�z1X ��� \ � \ ��cÁ��� � CÐ���e��� d7o l �Q	<��	q	 X �e� � � �	 d7o� 
 d � -��� � � � -��� � � � è b �{	 X �e� � � \^bmX5z ��� ]Qr ���¹��� \ cT��	�� Z~X h b é V³k 	��

, � �� � � -3�.- � d ��� % # 2 , 4�� � �! !" d ��� %R,&23,54� �! !" d ��� / /
ê �Q	�cÆ��h^	���� \ cQä 	 è K é � � F� � d

� o�� 0
� F ��� o � � �/4 � do 	���� � �� o � % do �~���Q	Î� V ]ÆV � V �F���!���Q	r c \ �ScQ��� a{X h l �Q	<��	�	<��� \�b ���Q	�	<�������Î� r cQ��� \ ��cÆ� l �J	<c , \^bSX c \ cQ�<��	 X�b�\ cQä�� r cQ��� \ ��c

��� �$�
� � d� ��� ( � è��Pé � � �H	<��� � d �e� � � � 	 � - �� � � � C 	 � - �� � � � � % 	 � - �� � � � � CO� �

X c ]jl �J	<c \ � \^bmX5] 	��<��	 X�b�\ cQä¬� r cQ��� \ ��cj��� �$�
� � d� ��� ( � è���é � � �H	���� � d �e� ��è���C �Pé � 	 � - �� � � � C 	 � - �� � � � � % 	 � - �� � � � � CO� �
X c ]

M * ( 2 � ��"� � � � � 	 d7o� 
 d � 	 � - �� � � �!C 	 � - �� � � ��� �mè 	 è,�Té C 	 è C¾�Té�é d7o
ê � \�b ä \�Z 	 bmrQb¹X h^hÆ�~�P���Q	 zQ\ 	��<	 b cQ	�	 ] 	 ] ���;	 b � \^a{X ��	~�

� � , � �� � � & ����
 d �³� ( 2 � ���� � � � ( d� , � � � d� � � ( � è��Pé � � ��� � � � d� � � ( � è��Pé � �!�
���



ã c b�rQa;a�X ��s��J� r �*��� � 	���� \�Z 	
� r cQ��� \ ��cj�
	��<� a 	 b
a{X � �� � � ���� � � � �� d ��� % # 2 , 4 % ,T2 , 4 � % d ��� M d ��� � # ���
 d ��� ( 2 � ���� � � �� d� � � è�� � � � � �� � � � é � è �
 � � � � �� � � � é �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � �!� �

å ���v���J	�ä�� X�]Q\ 	<cT� l 	�� X[Z 	
�

� �� � � � � � � �� d ��� %@#623,54 %R,&23,54 � % d ��� M d ��� � � � �	� � � � �P�
��� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � ��� &� �� d ��� %@#623,54 %R,&23,54 � � d 	 � d %
d ��� M d ��� # ���
 d ��� ( 2 � ��"� � � � �
� d� � �
 � � � � �� � � �( &*)+" � � � � è�� � � � � �� � � � é � è �
 � � � � �� � � � é �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � d 	 � d �!�
X c ]
�

� �� � � � � ��� � � � �� d ��� % # 23,54 %R,&23,54 � % d ��� M d ��� � � � � �	� � � � �P�
��� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � � &
d ��� M d ��� � # ���
 d ��� ( 2 � ��"� � � � �
� d� è � � � � � �� � � � é � �
 � � � � ���( &*)+" � � � � è � � � � � �� � � � é � è �
 � � � � �� � � � é �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � d 	 � d �!�
X c ]Cb 	��<��c ]qz1X ��� \^X h byX ��	
� �

� � �� � � � � � � �� d ��� % # 2 , 4 % ,T2 , 4 � % d ��� M d ��� � � � � � � � � �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � � &
C���� �J� � �� d ��� %@#623,54 %R,&23,54 � � o 	 � d %
d ��� M d ��� # ���
 d ��� ( 2 � ���� � � � �
� d� C�������� � �
 � � � � �� � � �( &*)+" � � � � o � è�� � � � � �� � � � é � è �
 � � � � �� � � � é �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � o 	 � d �!�

�
� �� � � � � � � � �� � � � � � � �� d ��� %@#623,54 %R,&23,54 � % d ��� M d ��� � � � �
� � � � �P�
��� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � ��� &
d ��� M d ��� # ���
 d ��� ( 2 � ���� � � � �
� d� � � �
 � � � � ���( &*)+" � � � � è � � � � � �� � � � é � è �
 � � � � �� � � � é �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � d 	 � d %
d 	 � d � �
 � � � � �� � � � � è�� � � � � �� � � � é � �
 � � � � ���( &*)+" �� � � � è�� � � � � �� � � � é � è �
 � � � � �� � � � é �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � o 	 � d �!�

� �
� �� � � � � ��� � �� � � � � � � � � � �� d ��� %@#623,54 % ,&23,54 � % d ��� M d ��� � � � � � � � � � �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � � &
d ��� M d ��� � # ���
 d ��� ( 2 � ��"� � � � � � d� C���� �J� � è � � � � � �� � � � é � �
 � � � � ���( &*)+" � � � �� è � � � � � �� � � � é � �
 � � � � ���( &*)+" � � � � � è � � � � � �� � � � é � è �
 � � � � �� � � � é �P����� F7� ( &*)+" � � � ������� F( &*)+" � � � � � o 	 � d �!�

���




�������� � /19��TG�9F/J��)F�
+�>æ"M��%N/Q-�� ����� R�����)7%����
ã cC���Q	 X c X hÈs b�\^bml 	��F� r c ] ��� X �m���Q	�� r cQ��� \ ��c � � d ��� è � � - � M #�� *�é lyX�bÐ\ c b 	<c b�\ � \ÈZ 	�������J	 z � \ ���³s�	 X �y��	�� r ��cN��� a{z ��cQ	�cT� b *?�����Q	���	��F����	 l 	¾� X c�����	 X �S��� \�byX~b ���J	Ð� l �
]Q\�a 	�c b�\ ��c X hQ� r cQ��� \ ��c � � d ��� è � � - � M #�é V�ê � \�b � r cQ��� \ ��c \^bÎ] 	�� \�Z 	 ] �Ts \ cT��	�� z ��h X ���\ cQäÌ� Z 	<� XÌa{X ��� \ �q��� Z�X h r 	 bY] 	���	<� a;\ cJ	 ] �F��� a ���Q	 X ä�	Ì�����N��	 b�r hÈ� b�V5ê �Q	<c����Q	
� z � \^a;\��<X � \ ��c���� � 	<��� \�Z 	Y� r cQ��� \ ��c \�b

a{X ��� � � � � �� � � � � � � �� d ��� %@#623,54 %R,&23,54 � % d ��� M d ��� � � è � �Lè � d ��� � � �! !" d ��� é�é �
l �Q	���	

� d ��� � � � d ��� C �� d ��� � � � �� d ��� � �� d ��� �� �! 7" d ��� � �� d ��� è�����é
�� d ��� � 0 " � � �

" d ��� � �� ��% �� d � # d ��� % � � è �� d � # d ��� \^b �<� a{z ��cQ	�c�� lm\�b 	 aær hÈ� \�z h \ � X � \ ��c�é
�# d ��� � h���ä¹è �* d ��� é

� r � � 	<���Ð���

�� d ��� ? � d ���� d�d��
 d �� d ��� èH=?é � �
�D? �� d ��� è =?é � =A?����

ê �Q	 z1X ��� \ X h ] 	�� \�Z~X � \�Z 	 b¹X ��	 X~b �F��h^h^� lmb �
�

� �� � � � � � � �� d ��� % # 2 , 4 % ,T2 , 4 � % d ��� M d ��� � � è � �Lè � d ��� � � �> 7" d ��� é�é � �� �� d ��� % #623,54 % ,&23,54 � � d 	 � d %
d ��� M d ��� � � d� � è � �
 � � � � �� � � � é( &*)+" � � � � �

� � � � � � �@è � d ��� � � �! !" d ��� é � �!�
X c ]

�
� �� � � � � �!� � � � �� d ��� % # 2 , 4 % ,T2 , 4 � % d ��� M d ��� � � � � � � � � � �( &*)+" � � � � � � �
d ��� M d ��� � � d�0� è � � � � � �� � � � é � è �
 � � � � ��� é( &*)+" � � � � �

� � � � � � �Lè � d ��� � � �> 7" d ��� é � � �
b�\ cQ��	���cQh�s � d ��� \^b¹X � r cQ��� \ ��cC�~� �� d ��� X c ] �� d ��� V

�~�


